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確率微分方程式の弱い近似で使用される一般 4点分布確率変数について

齊藤善弘*

概要
　確率微分方程式の弱い近似スキームで使用される確率変数は正規確率変数である必要
はなく、それを近似する確率変数で十分であることが知られている。齊藤 (2021)は漸近
安定領域の大きさを比較する尺度として矩形領域を提案し、オイラー・丸山簡易スキー
ムに対して安定性の面で優れた一般 3点分布確率変数を提案した。本稿では多点分布確
率変数である一般 4点分布確率変数に着目し、オイラー・丸山簡易スキームの安定性に
有効な確率変数を提案する。

1. はじめに
1次元すなわちスカラー自励系の伊藤型確率微分方程式に対する確率初期値問題 (SIVP)

dX(t) = f (X(t)) dt + g(X(t)) dW(t), t > 0, X(0) = X0 (1)

を考える。ここでW(t)は標準ウィナー過程である。確率微分方程式の数値スキームの安定
性について研究されている [1, 2, 4, 5, 6]。特にBryden and Higham [1]やHigham [4]は θ・丸
山スキーム (θ-Maruyama scheme)に対する漸近安定性の結果を与えた。本稿ではオイラー・
丸山スキーム (θ = 0)のみを取り扱う。オイラー・丸山スキームは、SIVP(1)の t = tn = nh
(h > 0)における解 X(tn)に対する近似解を Xnとすると、次式で与えられる [7]。

Xn+1 = Xn + f (Xn)h + g(Xn)ξn
√

h (2)

ここで h = tn+1 − tnはステップ幅を意味し、各 ξnは平均 0、分散 1の独立な標準正規確率変
数 N(0; 1)である。また、ξn

√
hでもってウィナー過程の増分∆Wn = W(tn+1)−W(tn)を模擬す

る [5]。オイラー・丸山スキームの強い収束次数は 1/2、弱い収束次数は 1である [5]。オイ
ラー・丸山スキームを弱い近似として使用する場合，標準正規確率変数 ξnの代わりにつぎの
性質を満たす近似正規確率変数 ξ̂n で代用しても収束次数 1を達成することが知られている
[5]。

E[ξ̂n] = E[(ξ̂n)3] = 0, E[(ξ̂n)2] = 1 (3)

ここで、E[·]は期待値を表す。性質 (3)を満たす確率変数として、たとえば

P(ξ̂2,n = ±1) =
1
2

(4)

や
ξ̂r,n =

√
12(un − 1/2) (5)

がある [5, 3]。ここで unは区間 [0, 1)に分布する一様分布確率変数である。近似正規確率変
数 (4)は 2点分布確率変数と呼ばれる。近似正規確率変数を用いたスキームを簡易スキーム
(simplified scheme)と呼ぶことにし、

Xn+1 = Xn + f (Xn)h + g(Xn)ξ̂n
√

h (6)
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と表記する。齊藤は，2つの近似正規確率変数 (4)と (5)を取り上げ、オイラー・丸山簡易ス
キームの漸近安定性について調べた [9]。そして、種々の近似正規確率変数（多点分布確率
変数、矩形近似確率変数及び折れ線近似確率変数）についてオイラー・丸山簡易スキームの
漸近安定性を調べ、結果を述べた [10, 11]。また弱い近似に対して安定性の面で優れ、かつ
実用的な確率変数の探索が課題であると述べた。齊藤 [12]は安定領域の尺度として矩形領域
を導入し、弱い 2次法で使用される 3点分布確率変数、すなわち

P(ξ̂3,n = ±
√

3) =
1
6
, P(ξ̂3,n = 0) =

2
3

(7)

を弱い 1次法の性質 (3)のみを満たすように一般化し、つぎの一般 3点分布確率変数を構成
した。

P(ξ̂x
3,n = ±x) =

1
2x2 , P(ξ̂x

3,n = 0) = 1 − 1
x2 (8)

ここでパラメータ x ≥ 1であり、x = 1のとき 2点分布確率変数 (4)と、x =
√

3のとき 3点分
布確率変数 (7)と一致する。3点分布確率変数 (7)は性質 (3)に加えて、

E[(ξ̂n)4] = 3, E[(ξ̂n)5] = 0 (9)

の性質も満たすことに注意する [5]。一般 3点分布確率変数 (8)を装着したオイラー・丸山簡
易スキームの漸近安定領域を調べ、安定性の面で優れた確率変数をいくつか提案した [12]。
本稿では、同様の手法で 4点分布確率変数を弱い 2次法の条件である性質 (3)及び (9)を満た
すように一般化し、オイラー・丸山簡易スキームの安定性に有効な一般 4点分布確率変数を
提案する。

2. 漸近安定性解析
オイラー・丸山簡易スキーム (6)の漸近安定性を調べる場合、つぎの乗法的ノイズをもつ
スカラー線形テスト方程式

dX(t) = λX(t)dt + µX(t)dW(t), t > 0, X(0) = 1 (10)

を考える。ここで、定数 λと µは実数、ただし µ ≥ 0とする。テスト方程式 (10)の厳密解は

X(t) = exp
((
λ − 1

2
µ2

)
t + µW(t)

)
(11)

となるから、解 (11)は λ− 1
2µ

2 < 0のとき、平衡解 X(t) ≡ 0が大域的確率漸近安定になる。す
なわち

lim
t→∞
|X(t)| = 0, w.p.1

を満たす。他方、数値スキームによる近似解 Xnが大域的確率漸近安定性と同様の性質、

lim
n→∞
|Xn| = 0, w.p.1 (12)

を満たすことが期待されるので、数値スキームによる近似解 Xnが性質 (12)を満たすとき、
数値スキームは漸近安定性をもつと呼ぶことにする [1, 4]。
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さて、オイラー・丸山簡易スキーム (6)をテスト方程式 (10)に適用すると漸化式
Xn+1 =

(
1 + p +

√
qξ̂n

)
Xn

を得る。ここで、p = λh、 q = µ2hとおいた。また、テスト方程式 (10)が大域的確率漸近安
定となる条件 λ − µ2/2 < 0は q > 2pとなることに注意する。
オイラー・丸山簡易スキームの漸近安定領域R ⊂ R2をつぎのように定義する。

R := {(p, q) : q ≥ 0かつオイラー・丸山簡易スキームが漸近安定性をもつ }
オイラー・丸山簡易スキームの漸近安定領域を描画するのに，Highamが導出したつぎの定
理を使う [4]。

定理 1 独立かつ同一に分布される、非負の実確率変数 Zi (i = 0, 1, · · · , n − 1) が与えられて
いて、

Yn =

 n−1∏
i=0

Zi

 Y0

で定義される確率変数の列 {Yn}を考える。ここで Y0 ≥ 0かつ Y0 , 0, w.p.1を満たしている。
確率変数 log(Zi)が二乗可積分であると仮定すると、

lim
n→∞

Yn = 0, w.p.1 ⇔ E[log(Zi)] < 0, ∀i

が成り立つ。

Yn = |Xn|、 Zi = |1 + p +
√

qξ̂i|として、定理 1を適用すると

(p, q) ∈ R ⇔ E
[
log |1 + p +

√
qξ̂n|

]
< 0, ∀n (13)

を得る [1]。ここで E
[
log |1 + p +

√
qξ̂n|

]
をオイラー・丸山簡易スキームの漸近安定性関数と

呼ぶことにする。弱い 3次法に使用される近似正規確率変数に、つぎの 4点分布確率変数

P
(
ξ̂4,n = ±

√
3 −
√

6
)
=

1

12 − 4
√

6
, P

(
ξ̂4,n = ±

√
3 +
√

6
)
=

1

12 + 4
√

6
(14)

がある [8, 11]。4点分布確率変数は標準正規分布確率変数の性質 (3)と (9)に加えて、つぎの
性質

E[(ξ̂n)6] = 15, E[(ξ̂n)7] = 0 (15)

も満たす。4点分布確率変数の場合の漸近安定性関数は

E
[
log |1 + p +

√
qξ̂4,n|

]
=

1

12 − 4
√

6
log

∣∣∣∣(1 + p)2 − (3 −
√

6)q
∣∣∣∣

+
1

12 + 4
√

6
log

∣∣∣∣(1 + p)2 − (3 +
√

6)q
∣∣∣∣ (16)

となる。
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図 1. 漸近安定領域（4点分布確率変数）

4点分布確率変数 (14)を装着したオイラー・丸山簡易スキームの漸近安定領域は図１の塗
りつぶした部分になる。ただし、塗りつぶしは 0 ≤ q ≤ 5の範囲で施してある。以降、漸近
安定領域の図は境界線のみ表示することにする。
性質 (3)と (9)のみを満たすように 4点分布確率変数を一般化し、つぎのようにおく。

P(ξ̂s
4,n = ±a) = x1, P(ξ̂s

4,n = ±b) = x2 (17)

ここで 0 ≤ a < bの実数で、α = a2、β = b2とおくと

x1 =
β − 1

2(β − α)
, x2 =

1 − α
2(β − α)

となる。αと βはパラメータ s ≥ 0を使用して

α =
s + 3 −

√
s2 + 2s + 9
2

, β =
s + 3 +

√
s2 + 2s + 9
2

と表すことができる。s = 0、すなわち α = 0、β = 3のとき 3点分布確率変数 (7)と、s = 3、
すなわち α = 3 −

√
6、β = 3 +

√
6のとき 4点分布確率変数 (14)と一致する。また確率変数

(17)を一般 4点分布確率変数と呼ぶことにする。一般 4点分布確率変数 (17)をオイラー・丸
山簡易スキームに装着した場合の漸近安定領域をRsと表記し、次節では安定領域Rsについ
て考察する。
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3. 考察
本稿で安定性に優れるとは、領域Rsの部分集合で，つぎのような矩形領域R∗

R∗ := {(p, q) : −2 < p < 0, 0 ≤ q < r}

の大きさ、つまり矩形領域の高さ rの値を尺度として使用する [12]。たとえば、4点分布確
率変数 (14)の場合、矩形領域R∗を図 2に示す。領域の高さ rの値は、式

r =
(
α1−β · βα−1

) 1
β−α (18)

に α = 3−
√

6、β = 3+
√

6を代入して求めると、約 1.47193となる。齊藤 [12]が提案した一
般 3点分布確率変数で最も高い値は 1.32であったから、一般 3点分布確率変数より 4点分布
確率変数 (14)の方が安定性の面で優れているといえる。

-3 -2 -1 1
p

1

2

3

4

5

q

図 2. 矩形領域（4点分布確率変数）

一般 4点分布確率変数 (17)に対する漸近安定性関数は
E

[
log |1 + p +

√
qξ̂s

4,n|
]
= x1 log |(1 + p)2 − αq| + x2 log |(1 + p)2 − βq| (19)

となる。s = 0.5のときの一般 4点分布確率変数の漸近安定領域 Rsと矩形領域 R∗を図 3に、
s = 1.5のときの各領域を図 4に示す。
図 3と図 4を比較すると図の右側の曲線 1Oに着目して安定性を考察すればよいことがわか
る。s = 0.5のとき、曲線 1Oが q軸と交わっているため、矩形領域R∗の高さ rが q軸との交点
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図 3. 漸近安定領域Rs（s = 0.5）
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図 4. 漸近安定領域Rs（s = 1.5）
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の値となる（図 3）。また、図 3（s = 0.5)、図 4（s = 1.5)及び図 2（s = 3)を見ればわかるよ
うに、sの値が増加するにつれて、曲線 1Oは p軸の正の方向に移動することがわかる。曲線
1Oが q軸の右側にあるとき、矩形領域の高さ rは曲線 2Oの最小値になり、sの値が増加するに
つれて、曲線 2Oは q軸の負の方向に移動することがわかる。よって、矩形領域の高さ rが最
大になるのは、曲線 1Oが q軸に接するときである。
コンピュータへの実装、つまりコーディングを考慮すると一般 4点分布確率変数 (17)に現
る確率の値 x1、x2は分数が望ましい。sの値を動かしながら、漸近安定領域をシミュレーショ
ンすると、s = 0.896以上の場合、曲線 1Oは q軸より右側にあることがわかる。s = 0.896の
とき x1 = 0.389であるから、分母の数字が小さい方から候補を探すと、x1 = 2/5が見つかる。
このとき、s = (3

√
2 − 1)/2 ≈ 1.12である。さらに分母の数字を上げながら、s = 0.896に近

い値を探すと、x1 = 11/28が見つかり、このとき s = (8
√

66 − 33)/33 ≈ 0.969となる。以上
の考察から、安定性の面で優れた一般 4点分布確率変数を 2つ提案する。

P

ξ̂ 3
√

2−1
2

4,n = ±

√
2 −
√

2
2

 = 2
5
, P

(
ξ̂

3
√

2−1
2

4,n = ±
√

1 + 2
√

2
)
=

1
10

(20)

P

ξ̂ 8
√

66−33
33

4,n = ±

√
11 −

√
66

11

 = 11
28
, P

ξ̂ 8
√

66−33
33

4,n = ±

√
3 +
√

66
3

 = 3
28

(21)

矩形領域の高さは確率変数 (20)が約 2.04187、(21)が約 2.16674であり、4点分布確率変数
(14)より高い。最後に一般 4点分布確率変数 (20)、(21)を装着したオイラー・丸山簡易スキー
ムの漸近安定領域のグラフを図 5、図 6に示す。

4. まとめと今後の課題
本稿では、確率微分方程式の弱い近似で使用される 4点分布確率変数に着目し、漸近安定
性に優れた確率変数を提案した。漸近安定領域に含まれる矩形領域の高さを、齊藤が提案し
た一般 3点分布確率変数では 1.32であったが、2.16まで広げることができた。提案した確率
変数 (21)よりも安定性に優れた確率変数を探すこともできるが、確率の分母の数字はより大
きくなる。
今後は弱い 1次法の条件である性質 (3)のみを満たすように一般 4点分布確率変数を構成
し、安定性に優れた確率変数の探索が課題である。また、提案した確率変数が陰的スキーム、
たとえば θ・丸山簡易スキームに対して、漸近安定領域がどのように変化するか、興味深い。
本稿では矩形領域で探索したが、より実用的な安定領域の尺度の開発が今後の課題としてあ
げられる。
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